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Введение: классическая механика Гамильтона и Введение: классическая механика Гамильтона и 

скобки Пуассонаскобки Пуассона

Уравнения движения

материальной точки
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Обобщенная механика ГамильтонаОбобщенная механика Гамильтона

((YoichiroYoichiro NambuNambu 1973)1973)
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Обобщение наОбобщение на nn--мерное фазовоемерное фазовое пространство пространство 
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Формулировка Намбу  (Формулировка Намбу  (NambuNambu 1973) 1973) уравнений уравнений 

Эйлера движения свободного твердого тела Эйлера движения свободного твердого тела 

(гироскопа)  (гироскопа)  
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Уравнения типа Намбу для установившихся Уравнения типа Намбу для установившихся 

трехмерных течений идеальной несжимаемой трехмерных течений идеальной несжимаемой 

жидкостижидкости
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ТрассерыТрассеры ии функции тока для установившегося  функции тока для установившегося  

трехмерного течения идеальной жидкоститрехмерного течения идеальной жидкости

0=∇⋅≡ αα v
Dt
D

0=∇⋅≡ ββ v
Dt
D ( ) 0=⋅∇ vρ

( )( )βαβαϕρ ∇×∇= ,vНеканоническое представление: ( ) ?, =βαϕ

( )xv Γ=∇⋅≡ γγ
Dt
D ( )( ) γβαβαϕγρ ∇⋅∇×∇=∇⋅ ,v

( ) ( )βα
γβα

∇×∇
∇⋅∇×∇

Γ=v

Схема линий тока как пересечений αααα,,,, ββββ,,,, Ψ,...Ψ,...Ψ,...Ψ,... изоповерхностей. Трубка тока ((((αααα,,,, β β β β )))) .

( )



Определение «абсолютной скорости» морских Определение «абсолютной скорости» морских 

течений течений 
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Двумерные уравнения Эйлера Двумерные уравнения Эйлера ((Гамильтонов Гамильтонов 

формализмформализм ))
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Двумерные уравнения Эйлера Двумерные уравнения Эйлера ((формализм формализм 

Намбу; Намбу; NévirNévir & & BlenderBlender 1993)1993)
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Практические применения: якобиан Аракавы Практические применения: якобиан Аракавы 

((ArakawaArakawa 19661966; см. также ; см. также Salmon 2005, 2007)Salmon 2005, 2007)
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Практические применения: якобиан Аракавы Практические применения: якобиан Аракавы 

((ArakawaArakawa 19661966; см. также ; см. также Salmon 2005, 2007)Salmon 2005, 2007)

Конечно-мерные аппроксимации:
(1) Функционалы −>−>−>−> функции от значений переменных в узлах сетки,

от спектральных коэффициентов и т.д.;
(2) Вариационные (функциональные) производные −>−>−>−> частные

производные по значениям переменных в узлах сетки и пр.;

Конечно-разностная аппроксимация якобиана, сохраняющая свойства
его антисимметрии!

{ } ∑ 














+






+






=
ζδ

δ
ζδ

δ
ζδ

δ
ζδ

δ
ζδ

δ
ζδ

δ
ζδ

δ
ζδ

δ
ζδ

δ HFGFGHGHF
GHF ,,,

3
1

,, JJJ

его антисимметрии!

«Теорема Аракавы»:

{ } 0,,,
3
1

,, =














+






+






== ∑ ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ HHGHGHGHH

GHH
t

H
JJJ

d
d

{ } 0,,,
3
1

,, =














+






+






== ∑ ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ

ζδ
δ HGGGGHGHG

GHG
G

JJJ
dt
d



Трехмерные уравнения Эйлера Трехмерные уравнения Эйлера ((формализм формализм 

Намбу; Намбу; NévirNévir & & BlenderBlender 1993)1993)
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Трехмерные Трехмерные уравнения Эйлера уравнения Эйлера ((формализм формализм 

Намбу «среднего уровня сложности»Намбу «среднего уровня сложности» ))
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Спиральность (Moffatt, 1969)

Уравнение баланса спиральности (Hide, 1989; Курганский, 1989)
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Спиральность (Moffatt, 1969)
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Ураган Katrina около пика его силы 28 августа 2005;
категория 5 SSHS (Suffir-Simpson Hurricane Scale)

Тропический  циклон Catarina 
(2004)

Торнадо около Anadarko, 
Oklahoma

3 мая, 1999 (VORTEX 99) 

Пылевой вихрь (dust devil) в 
пустыне  Атакама, Чили 

(январь 2009)



Баротропные течения жидкостиБаротропные течения жидкости (формализм (формализм 

Намбу «среднего уровня сложности»Намбу «среднего уровня сложности»))
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Энергия: кинетическая + потенциальная: Спиральность:
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Трехмерные уравнения Буссинеска Трехмерные уравнения Буссинеска 
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Скобки Намбу

«второго рода»:



«Энерго«Энерго--вихревая теория» идеальной механики вихревая теория» идеальной механики 

жидкостижидкости ((ср. ср. NévirNévir & & SommerSommer 20092009))
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Двумерные уравнения Буссинеска Двумерные уравнения Буссинеска 
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Двумерные уравнения Буссинеска Двумерные уравнения Буссинеска 

Энергия: Энстрофия: Полная плавучесть:
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редуцированной задачи



Уравнения магнитной гидродинамики Уравнения магнитной гидродинамики 
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Скобки Намбу первого рода =>=>=>=> Скобки Пуассона для редуцированной 
задачи
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Уравнения магнитной гидродинамики Уравнения магнитной гидродинамики 

Полная МГД энергия: (Кинетическая) спиральность: Спиральность
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редуцированной задачи



Заключительные  замечания по последней части Заключительные  замечания по последней части 

лекциилекции
•• ФормализмФормализм НамбуНамбу распространенраспространен нана уравненияуравнения БуссинескаБуссинеска

(трехмерные(трехмерные ии двумерные)двумерные) ии нана идеальнуюидеальную магнитнуюмагнитную гидродинамигидродинами.. ВВ

уравненияхуравнениях БуссинескаБуссинеска скалярнаяскалярная плавучестьплавучесть bb являетсяявляется трассеромтрассером;; вв

идеальнойидеальной магнитогидродинамикемагнитогидродинамике магнитноемагнитное полеполе BB «вморожено»«вморожено» вв

движениедвижение жидкостижидкости..

•• ПредложеныПредложены двадва методаметода построенияпостроения скобокскобок НамбуНамбу.. ПервыйПервый методметод

используетиспользует энергиюэнергию ии другиедругие имеющиесяимеющиеся интегралыинтегралы движениядвижения..

ПолучающаясяПолучающаяся конструкцияконструкция названаназвана скобкойскобкой НамбуНамбу первогопервого родарода..ПолучающаясяПолучающаяся конструкцияконструкция названаназвана скобкойскобкой НамбуНамбу первогопервого родарода..

ВторойВторой методметод используетиспользует нарядунаряду сс интеграломинтегралом энергииэнергии

несохраняющиесянесохраняющиеся величинывеличины (напр(напр.. спиральностьспиральность ии энстрофия)энстрофия) каккак

конструкционныеконструкционные элементыэлементы длядля построенияпостроения скобокскобок НамбуНамбу второговторого родарода..

•• УстановленоУстановлено иерархическоеиерархическое соотношениесоотношение междумежду скобкамискобками НамбуНамбу

первогопервого ии второговторого родарода ии соответствующейсоответствующей скобкойскобкой ПуассонаПуассона попо

отношениюотношению кк пределупределу bb→0→0→0→0→0→0→0→0 ии BB →0→0→0→0→0→0→0→0.. КонструкционныеКонструкционные элементыэлементы скобокскобок

НамбуНамбу второговторого родарода становятсястановятся сохраняющимисясохраняющимися величинамивеличинами ии

определяютопределяют скобкускобку НамбуНамбу первогопервого родарода.. ВВ скобкахскобках НамбуНамбу первогопервого родарода

всевсе интегралыинтегралы движениядвижения кромекроме энергииэнергии исчезаютисчезают ии этиэти скобкискобки сводятсясводятся

кк скобкамскобкам ПуассонаПуассона.. PBINBIINB ⇒⇒
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